Geometria vectoriala — o noua paradigma
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1 Geometrie sintetica, metrica, vectoriala si ana-

. L3

liticd — asemanari si diferente.

In clasa a VI-a am inceput geometria, mai exact ramura geometriei nu-
mitd geometrie sintetica, prin studiul axiomatic al elementelor fundamen-
tale ale geometriei[puncte, drepte, semidrepte, segmente, unghiuri) precum si al
relatiilor dintre aceste elemente[paralelismul, perpendicularitatea, congruenta,
egalitatea si incluziunea). Odatd ce am trecut prin aceste fundamente, am in-
ceput studiul formelor geometrice — triunghiul. In clasa a VII-a am continuat s
studiem formele geometrice — patrulaterele convexe si poligoanele regulate si am
inceput o noué ramura de studiu — geometria metrica, prin calcul de lungimi si
rapoarte[relatii metrice) si prin calcul de unghiuri si rapoarte unghiulare[relatii
trigonometrice).

Dupa ce in clasa a VIII-a am studiat geometrie spatiald, din clasa a IX-a
ne intoarcem la geometria pland, completand cunostintele de trigonometrie si
introducand o ramuri a geometriei complet noud — geometria vectoriali. In
clasa a X-a vom aprofunda geometria analitica, prin studiul planului cartezian
real si al planului complex.

In cele ce urmeazi, o scurti comparatie a celor patru tipuri de geometrie
mentionate mai sus, aplicate in rezolvarea problemelor de geometrie plana:

Geometrie Geometrie Geometrie Geometrie
sintetica metrica vectoriala analitica
Forme Vectori liberi, Forme
. Forme . .
geometrice cometrice versori geometrice
Segmente, ge mente Segmente Puncte, drepte,
Obiecte de semidrepte, ser%lidre t’e orientate conice
studiu drepte pte, Vectori de Puncte
- drepte i s A
Unghiuri plane Unehiuri plane pozitie ai remarcabile in
Puncte g p punctelor triunghi si
remarcabile remarcabile patrulater.
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Calculul Exprimarea
Congruenta rapoartelor de Stabilirea ecuatiilor
elementelor segmente, relatiilor intre formelor
geometrice calculul vectori, bazate geometrice din
Proprietétile distantelor pe proprietatile planul euclidian
paralelismului dintre puncte relatiei de cartezian.
si prin teoreme adunare si Determinarea
Metode folosite perpendicularitatii metrice. inmultire. punctelor de
in demonstratii Proprietitile Calculul Exprimarea intersectie a
formelor masurilor de vectorilor in dous forme.
geometrice unghiuri si functie de o Stabilirea prin
specifice lucrul cu baza aleasa. calcul a
Caracteristicile rapoartele Determinarea relatiilor de
configuratiilor unghiulare vectorilor de paralelism si
remarcabile. importante[functij pozitie. perpendiculari-
trigonometrice). tate.
%1;{51{1111:;11;11 Teorema lui
J Thales si Regula Definitia
punct, suma ’ A . . RN
o N teoremele Triunghiului, punctului in
unghiurilor in . .
K derivate; Regula Paralel- sistemul
poligonul o R
rezultate ogramului si cartezian,
convex, . . . .
? . reciproce si metode ecuatia dreptei
paralelismul si RPN L S
. 7 aplicatiile lor analitice la si a conicelor.
perpendiculari- K ; .
tatea dreptelor pentru a adunarea Reguli de calcul
demonstra vectorilor liberi. pentru distante

prin unghiuri.
Congruenta

relatii sintetice.

Rapoarte ale

si rapoarte.

Principis triuneghiurilor si Teorema lui segmentelor Determinarea
fundamentale N altogr 7 Pitagora, relatii orien- punctelor de
olisoane metrice in tate/vectoriale, intersectie intre
fczugltatc l:arc triunghiul scalari inmultiti formele
derivi din dreptunghic, cu vectori si geometrice prin
coneruents extinderea lor aplicatii ale sisteme de
Caricteriié;ri de in triunghiul acestor operatii. ecuatii.
loc seometric oarecare. Operatii Ecuatiile
t ugri S ecial(; Definitii, neelementare cu | punctelor si
dep oli I:)ane o formule si vectori, tipuri liniilor
rop riegt;éti i calcule de produs. importante.
sppe}:)iﬁce ’ trigonometrice.
Constructii
trice — .
geometrice Alegerea unui Alegerea Alegerea
paralela, raport . <
i’ . sistemelor de corectd a
perpendiculara, caracteristic|la RO . .
. . referinta in mai sistemelor de
simetricul, punctele ’ .
- R . multe moduri la | coordonatelaxe,
. spargeri si variabile) si . .
Tehnici R L vectorii de centru) si a
o lipiri, mijlocul, determinarea s R
ajutatoare N pozitie. coordonatelor
punctul in celorlalte v
Exprimarea punctelor
raport. rapoarte. . A . .
. vectorilor in predefinite, fara
Metoda de- Folosirea .
o e . s functie de o a leza
dublarii[metoda identitatilor T < s
o . ; . singurd baza. generalitatea.
redefinirii trigonometrice.
punctului).
Proprictiti Relatii intre Relatii intre
en!le:)rale a’le distante, vectori; Coordonatele
glementelor perimetre, arii; inegalitati cu unui punct
Forme de cometrice inegalitati. modul. specific, ecuatia
cxprimare a felatii de l(;c Formule in Transformari unei forme
tefremelo;“ ¢ cometric functie de unul geometrice. remarcabile.
rezultatelor I%elatii int;e sau mai multe Relatii cu Relatii de
elemente unghiuri si de vectori de transformare
concurcn’té cele doua pozitie ai intre doua
coliniaritét;, functii punctelor sisteme.
’ fundamentale. remarcabile.
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2 Vectorii — elemente geometrice

Definitia 1 (vectorul liber). Un vector liber U este un segment de dreaptd
orientat.

D_e)ﬁnit,;ia 2 (punctul de aplicatie). Numim punct de aplicatie al unui vector
OA, punctul O din care incepe sa se manifeste vectorul.

Definitia 3 (directia vectorului). Pentru un vector o, notam 6 (V') directia
vectorului, care este determinatd de dreapta-suport a acestuia, d=.

Proprietatea 1 (egalitatea directiilor). Dacd avem doi vectori 0 st 7, astfel
incat § (W) = 6 (V), atunci avem ci d= || d=.

Definitia 4 (relatia de paralelism). Spunem cd doi vectori sunt paraleli, notat

U || ¥, daci au aceeasi directie, 5 () = 6 (V).

Definitia 5 (sensul vectorului). Pentru un vector o, cu directia & ('), nu-
mam sensul unui vector felul in care se deplaseazd pe directia datd. Sensul,
notat o (7) € {—1;1}, este o marime relativd, care este egald cu 1 dacd sen-
sul vectorulut este acelasi cu cel ales prin conventie si —1 dacd sensurile sunt
contrare.

Definitia 6 (relatia de paralelism orientat). Spunem cd doi vectori sunt paraleli
orientat, notat U 11 ¥, dacd au aceeasi directie, 0 (7) =0 (7), st acelasi sens,

o (W) =0 (7).

Definitia 7 (relatia de antiparalelism). Spunem ca doi vectori sunt antiparaleli,
notat U 1t} U, dacd au aceeasi directie, 5(7) = 5(7), st sensuri contare,
o (W) =—o (7).

Proprietatea 2 (simetria relatiilor de paralelism). Dacd avemn un vector 3,
atunct sunt adevdrate urmadatoarele relatii:

o) W Wi W|(-);
b) &M
c) &1 (-W).

Definitia 8 (modulul vectorului). Modulul unui vector o, notat | V|, reprez-
intd lungimea segmentului orientat determinat de acest vector.

Proprietatea 3 (relatia intre modul si lungime). Daca A si B sunt doud puncte
in planul P, iar zﬁ este un vector liber, atunci este adevarata relatia:

‘ﬁ‘:d(A, B) = AB
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Definitia 9 (sistemul de referintd). Orice punct O al planului P pentru care se
scriu relatii de forma:

S o = > OB
k=1 =1

n

se numeste sistem de referintd in raport cu colectiile de puncte (A1,As, ..., Ay)
si (B1,Ba,...,By), cunm > 2.
Definitia 10 (vectorul de pozitie). Dacd fizam punctul O, pentru un punct
arbitrar A, numim vectorul de pozitie 77{, vectorul OA. Vectorul de pozitie al

punctului A se noteazd 74, OA sau

3 Vectorii — transformari geometrice

Observatia (vector definit complet). Un vector este complet definit de directie,
sens si modul, fiind date aceste proprietati, se poate construi vectorul in orice
punct din plan.

Definitia 11 (relatia de egalitate). Doi vectori U si U sunt egali, ¥ = U,
daci 6 (V) = 6(W), o (V) = o (W) si |V| = |«|. Asadar, doi vectori pot fi

egali chiar dacd au puncte de aplicatie diferite.

Definitia 12 (translatia cu vector). Se dd U un vector in plan. Definim
transformarea geometrica translatie T:P — P, pentru care T (A) = A’ daca si
numai dacd:

a) AA" || 6(V);
MU@z):M7%
¢) AA = 7).

Teorema 1 (rezultatul translatiei). Fie o un vector in plan st T translatia
corespunzatoare lui. Daca A este un punct din plan, iar T (A) = A’, atunci

-y

T = AA"
—
Demonstratie. Conform definitiei, A4’ || ¥, de unde AA’ || ¥. De asemenea,
— — Py

o (AA’) = 0(7), de unde AA’ ™ . In cele din urma, A4’ = |7|, adica
— —
‘AA’ = ||, asadar, AA" =7,

Teorema 2 (bijectivitatea translatiei). Fie o un vector in plan, st T translatia
asociatd acestuia. In aceste conditii, functia T este bijectivd.

Demonstratie. Pentru ca o functie f:A — B si fie bijectivéd, trebuie s& indeplin-
easca simultan urmatoarele conditii:

a) f sa fie injectiva, adicd Vy € Im (f), 3! = € A, astfel incat f (z) = y;
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b) f si fie surjectiva, adicd Yy € B, 3 « € A, astfel incat f (z) = y.

Pentru a demonstra injectivitatea, este suficient si demonstram urmaétoarea
implicatie logica:

T(A)=T(B)—>A=DB

Notdm T (A)=T (B) = C. Cum C = T (A), avem AC || § (7). Analog
BC || 6 (), de unde gisim ca:

AC | BC

De unde rezulta cd& A — B — C coliniare.

Avem de asemenea o (ﬁ) =0 (B?), de unde B si C' sunt pe aceeasi

ﬁ‘:‘B?,de

semidreapts determinatd de A pe dreapta d (7) In plus,
unde AC = BC, asadar A = B.

Pentru a demonstra surjectivitatea, este suficient ca pentru fiecare B din
plan si construim punctul A pentru care 7 (A) = B.

ﬁ
Alegem vectorul v/ = =7, cu transla_‘gi)a corespunzitoare 7'. Aplicand 7’
lui B, obtinem 7' (B) = A. Justificare: BA = _AB = — 7, asadar am demon-
strat surjectivitatea lui 7.

Cum 7T este injectiva si surjectiva, 7 este bijectiva.

%
Definitia 13 (suma vectoriald). Dacd avem doi vectori a st b, cu translatiile

. . u —
corespunzatoare T, st Ty, numim vectorul sumd, S =7 + b, acel vector cu
translatia corespunzdtoare T =T, o Tp.

Teorema 3 (regula triunghiului). Daca avem trei puncte A,B, C in plan, atunci
este adevaratd relatia vectoriald:

AB +BC = AC

Demonstratie. Vectorul (E + B?) are translatia corespunzétoare T =71 07s.
Pentru punctul A, aplicatia este:

TA) =T (T1(A) =T (B)=C

In acelasi timp, translatia 7 este corespunzitoare vectorului ﬁ , are aplicatia
pentru A:
T'(A)=C
Cum cele doua translatii care actioneaza asupra lui A il aduc in C, ceea ce
inseamna ca T =T, rezulta ci: ﬁ + ]@ =A
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Teorema 4 (regula paralelogramului). Dacd avem ABCD un paralelogram in
plan, atunct avem relatia vectoriald 1@ + E = ﬁ

Demonstratie. Cum AD || BC si AD = BC, AD = BC. In aceste conditii

avem: /@+EZE+B?

Dar conform Teoremei 3, avem:

AB + BC = AC
De unde rezulta relatia @ + E = ﬁ

Definitia 14 (produsul vectorului cu scalar). Daci avem k€ R sit/ un vector
cu translatia corespunzdtoare T. Numim vectorul U = k?, acel vector cu
translatia T', care pentru fiecare punct A din plan, dacd T (A) = A’ si T' (A) =
A", are proprietatile:

a) A— A" — A" sunt coliniare;

b) Daca k > 0, atunci A” € [AA’, daci k <0, A € (A’A"), iar dacd k =0,
A// — A/’.

"
c) ‘Z‘Z, = |k|.

Proprietatea 4 (relatiile dintre vector si produsul siu cu scalar). Fie k € R si
U un vector plan. Notam U =kv. Atunci, intre vectori se stabilesc relatiile:

a) § (V) =0(), adica ¥ | U;

b) o (T) =sgn(k)o (W), unde sgn (k) = 5 este functia semn;
¢) T U, daca k>0, si o LW, daci k < 0;

d) | V| = [k|[T|.

ﬁ
Proprietatea 5 (proprietatile adunirii vectorilor). Ddndu-se E), b si 7 trei

vectori tn plan, sunt adevdrate afirmatiile:

- =
a) @+ b =0b+d - comutativitate;

— elementele sunt simetrizabile;

Proprietatea 6 (proprietatile inmultirii vectorilor cu scalari). Ddndu-se k1, ko €
R si @, b doi vectori in plan, sunt adevdrate afirmatiile:
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a) k1k27 = kokq d — comutativitatea inmultiric scalare;

b) (k1 +k2) d =k, d+ky d — distributivitatea fata de adunarea scalard;
¢) ki (7 + ?) =k 7—1—1@‘1 7 — distributivitatea fatd de adunarea vectoriald;
d) 0 @ =0 — elementul nul scalar;

e) ki 0 =0 elementul nul vectorial;

f)1d ="1d - elementul neutru;

Definitia 15 (simetria fatd de un punct). Fie O un punct fizat in plan. Trans-
formarea S:P — P se numeste simetrie fata de punctul O dacd sunt tndeplinite
urmdtoarele doud proprietdti:

a) S(0) =0;
b)) S(A)=A"= 0A=0A" i 0O — A— A’ coliniare.

Proprietatea 7 (proprietitile simetriei fatd de un punct). Fie O un punct fizat
in plan si S simetria corespunzdtoare lui. Atunci sunt indeplinite urmatoarele
proprietati:

0) S(A) = Al 8 (A) = A;
b) S(A) = A <= A0 = OA';
¢) S(A) = A — A4 = 240,

Teorema 5 (bijectivitatea simetriei fatd de un punct). Fie O un punct fizat in
plan si S simetria corespunzatoare lui. Atunci functia S:P — P este o functie
bijectiva.

Demonstratie. Reamintim proprietatile necesare pentru bijectivitate. Pentru ca
o functie f:A — B sa fie bijectiva, trebuie s indeplineasca simultan urmatoarele
conditii:

a) f sa fie injectivd, adicd Yy € Im (f), 3! = € A, astfel incat f (z) = y;
b) f si fie surjectiva, adicd Yy € B, 3 « € A, astfel incat f (z) = y.
Pentru ca S sa fie injectivd, vom demonstra urmatoarea implicatie logica:

S(A)=S8(B)=C > A=8B

Scriem proprietatile vectoriale pentru punctul C in raport cu A:

AC = 240 = 200

Apoi in raport cu B:
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BC = 2B0 = 20C

Ceea ce inseamni ca.:

AC = BC

Adica A = B.
Pentru ca S si fie surjectivd, vom demonstra ci pentru fiecare punct P’ al

planului, existd un punct P din plan pentru care S (P) = P’. Dacid P’ = O,
alegem P = O. Presupunem acum P # O. Construim vectorul P’'P = 2P'0O.

Conform relatiilor vectoriale[inmultirea cu scalarul —1), PP’ =2 OP’. Acum,
din Regula Triunghiului:

— —
PP = PO+ OF
De unde:
—
PO =0P

Conform proprietatii 7, este adevirata relatia S (P) = P’, iar transformarea
geometrica este surjectiva.
Inseamna ca functia S este simultan injectiva si surjectiva, adica bijectiva.

4 Probleme de geometrie cu enunturi vectoriale

In cele ce urmeazi, ne vom ocupa de un set de probleme cu enunturi expri-
mate vectorial sau cu transforméri geometrice, in ale caror rezolvari vom folosi
cunostintele despre vectori si transforméri geometrice discutate anterior. Prob-
lemele notate cu asterisc(*) pot fi retinute si aplicate ca rezultate teoretice fara
demonstratie In concurs, iar cele notate cu semnul exclamarii au un grad sporit
de dificultate.

Problema *1. Fie AABC un triunghi tn plan si M mijlocul lui (BC'). Demon-

strati relatia vectoriald: .
9AM = AB + AC

P2

—
Solutie. AplicAm Regula Triunghiului pentru vectorul AM:

AM = AB + BM

——
Vectorul BM = @, de unde putem gasi ca:

9AM = 2AD + BC

Aplicam Regula Triunghiului pentru vectorul B? si gasim ca:
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9AM = 2AB + AC — AB

Adica:
9AM — AB + AC

Problema *2. Fie AABC un triunghi si G centrul sdu de greutate. Atunci,
este adevdrata relatia vectoriala:

GA+GB+GC =T

P23

Indiciu: Alegem mijloacele M, N si P ale laturilor triunghiului si aplicim
relatia anterioard. Tinem cont ca centrul de greutate se afla la intersectia me-
dianelor, la o tremie de bazi si doua treimi de varf.

Problema *3. Fie AABC un triunghi si G centrul sdu de greutate. Atunci,
oricare ar fi X un punct ales in plan, este satisfacutd relatia vectoriald:

XA+XEB+XC =3XC

P23

—
Indiciu: Folosim Regula Triunghiului pentru vectorii X A, ﬁ si ﬁ , apoi
folosim relatia anterioard pentru a ajunge la concluzie.

Problema *4. Fie AABC un triunghi si G centrul sdu de greutate. Triunghiul
AMNP din plan are acelasi centru de greutate dacd si numai dacd:

AM+BN+CP=10

S,k
Indiciu: Folosim relatia din problema 2 pentru ambele triunghiuri, apoi le
scadem si aplicam Regula Triunghiului.

Problema *5. Fie AABC si AMNP doud triunghiuri oarecare in plan, cu
centrele de greutate G si G'. Atunci, avem relatia vectoriald:

3GG' — AM + BN + OP

2213

Indiciu: Aplicadm relatia din problema 3 pentru acelasi punct X si cele dous
centre de greutate, apoi scidem|[vectorial) relatiile si obtinem concluzia.
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Problema !6. Dacdi AABC este un triunghi in plan si I centrul cercului sau
inscris, atunci, cu vectori de pozitie:

?: az—kbﬁ—kca
a+b+c

P23

Indiciu: Pentru a rezolva problema, avem nevoie de cunostinte de geometrie
analitica:

a(xaya)+b(xs,ys)+c(xc,yc)
a+b+c

Folosind aceste reguli si alegind ca reper un punct O (xp = 0, yo = 0), vom
putea obtine relatia vectoriala.

($I7y1> =

Problema !7. Daca AABC este un triunghi in plan si H ortocentrul triunghi-
ului AABC, atunci, cu vectori de pozitie, este adevaratd relatia:

ﬁ:tgA-Z—kth-?—i-th-a

tg A+tgB+tgC

kKK

Indiciu: Apelam din nou la cunostintele de geometrie analiticd, pentru for-
mula lui H:

tg A(wa,ya) +tg B (zp,ys) +tgC (vc,y0)
tgA+tgB+tgC

(xm,ym) =

Folosind aceste reguli si alegind ca reper un punct O (xp = 0, yo = 0), vom
putea obtine relatia vectoriala.

Problema !8. Daca AABC este un triunghi in plan si O este centrul cercului
circumscris AABC, atunci, cu vectori de pozitie, este adevaratd relatia:

8 B sin2A~Z+sin23~§+Sin2C~8
o sin2A +sin 2B + sin 2C

223

Indiciu: Tot cunostintele de geometrie analiticad sunt cele care ne ajuta sa
rezolvam problema, mai exact formula lui O:

sin2A - (xa,ya) +sin2B - (zp,yp) + sin2C - (zo,yc)
sin 24 + sin 2B + sin 2C

(ro,y0) =

Vom alege P (xp =0, yp = 0) reper si vom deduce relatia vectoriald core-
spunzatoare.

10
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Problema *9. Dacd AABC este un triunghi cu O centrul cercului sdu circum-
seris st H ortocentru:

a) O—P>I:O—A>4+O?+O?;
b)VXeP, XH=XA+XB+XC—2XO0.

Relatiile lui Sylvester

Solutie. Vom demonstra intai punctul b). Fie A; mijlocul lui (BC) si A’ =
So (A). Se observa ca A’BHC este paralelogram (relatie sinteticd cunoscutd).
Pentru X oarecare, avem:

9X0 — XA+ XA

De asemenea, tinem cont cd A’ = Sya, (H):

XD+ XC=2XA, = XH + XA/

Insumand relatiile obtinem:

XH = XA+ XB+XC —2X0
Acum, alegem X = O si obtinem relatia de la punctul a).

Problema 10. Numim bimedianele unui patrulater dreptele care unesc mi-
jloacele laturilor opuse si medianele unui patrulater dreptele care unesc varfurile
patrulaterului cu centrele de greutate ale triunghiurilor formate din celelalte trei
varfuri. Demonstrati ca bimedianele si medianele sunt concurente.

*Fk
Indiciu: Se demonstreaza ca toate cele sase drepte descrise in problema trec

prin centrul de greutate al patrulaterului, adica acel punct cu relatia in vectori
de pozitie:

41G=A+B+C+D

Problema 11. Pe latura (BC) a triunghiului ABC consideram punctul D, astfel

ca BD = 2DC. Fic E mijlocul laturii (AB), F mijlocul medianei (CE) si
ACNBF ={M}. Calculati:

a) Valoarea lui x€ R, pentru care ﬁ = x/ﬁ;
> —
b) Valoarea lui y€ R, pentru care CM =y AM.

Olimpiada Nationald Gazeta Matematica 2021, etapa I, Brasov, clasa a IX-a,
enunt modificat

11
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Solutie. a) In AABD, E — F — C transversala. Aplicim Teorema lui Menelaus:

AE BC DF _
EB BD FA
Cum (CFE) mediani, este adevirata relatia:
AE
EB
Si, din relatia vectoriala Eﬁ = 2@ stim:
BC
BD "
Prin urmare, putem extrage ca:
DF _1
FA 3
De unde putem gasi ca:
AF 3
AD 4

Adica:
AP = g@

b) In AECB, verificam cu Reciproca Teoremei lui Menelaus daci:

BD CF BA _
DC FE AB
Dar avem ca:
BD
= =9
DC
Si, cum F' mijlocul lui (CE):
or _,
FE
Iar, cum E mijlocul lui (AB):
BA 1
AB 2

Prin urmare, obtinem cp D — F — A coliniare.
In AABC, AD, BM si CE sunt concurente in F. Aplicim Teorema lui
Ceva:

AE BD CM
EB DC MA

12
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Cum E mijlocul lui (AB), este adevirata relatia:

g _
EB
Am demonstrat anterior ca:
5D _,
DC
Prin urmare avem ca:
CM 1
MA 2
Adica:
o - L

Problema 12. Dacd avem un triunghi AABC si Ay € (BC), By € (CA)
st C1 € (AB) trei puncte fizate. Notam ‘212 =z, gig y si g = 2
Demonstrati ca:

a) Daci x =y = z, atunci AAy + BBy + CC; = ﬁ;

b) Dacd A—C1>+BA1 +CB; = AiC+B1A+C1B, atunciz = y = z;

¢) Daci AA1,BB; si CCy sunt concurente si este adevarata relatia
de la punctul anterior, atunci xy + yz + zx = 3.

Olimpiada Nationald Gazeta Matematica 2021, etapa I, Brasov, clasa a IX-a,
enunt modificat

Indicatii de rezolvare

a) Se scrie formula AA1 = 1 E + mﬁ si analoagele. Prin insumare

si tindnd cont ca ﬁ + B? + CA = 0 se obtine concluma
b) Exprimam toti vectorii in functle de /@ B—(} si CA cu scalarii z, y
si z. Apoi, folosind /@ + B? 1@ si liniar independenta vectorilor 1@ si

BC', obtinem o relatie din care putem obtine concluzia.
¢) Folosim punctul b) si Teorema lui Ceva, de unde obtinem urmétorul sistem

de ecuatii algebrice:
r=y==z
rz-x-x=1

De unde putem calcula ca:

r=y=z=1

Adica:

ry+yz+ze=14+14+1=3
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